
动态规划补充
2023-2024学年春夏学期高级数据结构与算法分析

吴一航

2024年 4月 22日

吴一航 TC2024 2024年 4月 22日 1 / 19



动态规划的来由

1966 年，Dynamic Programming 登上国际顶级期刊《Science》，理查德·
贝尔曼（Richard Bellman）为唯一作者，该论文被引 28421 次。贝尔曼
在他的自传中写道：“1950 年秋季，我在兰德公司工作。我的第一个任务
是为多阶段决策过程找到一个名称。”

“一个有趣的问题是，“动态规划” 这个名字是从哪里来的? 20 世纪 50 年
代不是搞数学研究的好年代。当时在华盛顿有一位非常有趣的人，他叫
威尔逊 (Charles E. Wilson, 1953-1957 年任美国国防部长)，是当时的美国
国防部长，他对 “研究” 这个词有病态的恐惧和憎恨。提到研究，他的脸
会涨得通红，如果有人在他面前用 “研究” 这个词，他就会变得很暴力。
你可以想象他对数学这个词的感受。兰德公司受雇于空军，而空军的老
板基本上是威尔逊。因此，我觉得我必须做点什么来瞒过威尔逊和空军，
不让他们知道我实际上是在兰德公司做数学研究。”
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动态规划的来由（Cont’d）

“所以，给这个研究起个什么名字好呢？首先，我对 planning，decision
making 和 thinking 比较感兴趣。但是由于种种原因，planning 这个词并
不合适。因此，我决定使用 programming 这个词。我想让大家明白，这
是动态的，是多级的，是时变的——我想，这个名字可以起到一石二鸟
的效果。作为形容词，dynamic 还有一个很有趣的特性，那就是 dynamic
这个词不可能有贬义。我们不可能想出一些可能使它具有贬义的组合。
因此，我认为 dynamic programming 是个好名字。这是一件连国会议员
都不会反对的事情。所以我把它作为我研究活动的 “保护伞”。”
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动态规划的范式

动态规划方法通常用来求解最优化问题，这类问题可以有很多可行解，
每个解都有一个值，我们希望寻找具有最优值（最小值或最大值）的解。
我们通常按如下 4 个步骤来设计一个动态规划算法：

1 刻画一个最优解的结构特征；

2 递归地定义最优解的值；

3 计算最优解的值，通常采用自底向上的方法；

4 利用计算出的信息构造一个最优解。

更精炼地，动态规划就是为一个具有所谓最优子结构性质（即原问题最
优解可以由子问题最优解递推得到）的最优化问题寻找一个子问题到原
问题的递推式，然后用记忆化方法求解，最后有时我们需要构造出这一
最优解。
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加权独立结合问题（WIS）

【打家劫舍】你是一个专业的小偷，计划偷窃沿街的房屋。每间房内都藏
有一定的现金，影响你偷窃的唯一制约因素就是相邻的房屋装有相互连
通的防盗系统，如果两间相邻的房屋在同一晚上被小偷闯入，系统会自
动报警。给定一个代表每个房屋存放金额的非负整数数组，计算你不触
动警报装置的情况下，一夜之内能够偷窃到的最高金额。

问题抽象：考虑一个无向图 G，其上所有点都在一条线上（这种图我们
称其为路径图），每个点都有一个非负权重。我们称 G 的独立集合是指
顶点互不相邻的子集（换句话说独立集合不会同时包含一条边上的两个
点），然后要求解一个具有最大顶点权重和的独立集合，这一问题我们
称为一维的加权独立集合问题。
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加权独立结合问题（WIS）（Cont’d）

分为如下两种情况讨论：

1 如果 vn 不在最优解 S 中，那么 S 实际上可以看成前 n−1 个点构成
的路径图 Gn−1 组成的子问题的一个可行解。事实上 S 一定是 n−1
个点的路径图的最大加权独立子集（即最优解）；

2 如果 vn 在最优解 S 中，那么由于是独立集合问题，那么 vn−1 就不
能在最优解中，因为 vn−1 和 vn 相邻。S−{vn} 一定是前 n−2 个点
构成的路径图 Gn−2 的最优解，所以整个问题的最优解就是 Gn−2 的
最优解加上 vn。

问题：

1 为什么一定要子问题的最优解？

2 子问题最优一定能得到全问题最优吗？
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加权独立结合问题（WIS）（Cont’d）

由此，整个问题的最优解依赖于前 n−1 和 n−2 个点构成的子图的最优
解，或者说，这两个子问题的最优是构成原问题最优的基础，这就是这
一问题对应的最优子结构性质。
设前 i 个点的最优加权独立集合的权重之和为 Wi，我们可以写出递推关
系：

Wn =max{Wn−1,Wn−2+wn},

这里是最后一步的递推关系，事实上我们可以不断利用这一递推关系自
顶向下向前构建出整个问题的解，即我们有更一般的表达

Wi =max{Wi−1,Wi−2+wi},

其中 i= 2,3, · · · ,n，W0 = 0。
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加权独立结合问题（WIS）（Cont’d）
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加权独立结合问题（WIS）（Cont’d）
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加权独立结合问题（WIS）：另一种解法

考虑一个任意的无向图 G= (V,S)，所有顶点的权重均不为负，并且任
意一个顶点 v ∈ V 具有权重 wv。通过从 H 中删除 v 的相邻项点以及相关
联的边得到 K，如下图所示：

设 WG、WH 和 WK 分别表示 G、H 和 K 的最大加权独立集合的总权重，
考虑下面这个公式：

WG =max{WH,WK+wv},

回忆最优二叉搜索树（矩阵乘法顺序、钢条切割都类似）：

cij =
j

∑
k=i

pk+ min
i⩽k⩽j

{ci,k−1+ ck+1,j}, i⩽ j.
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最优二叉搜索树代码
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背包问题

0-1 背包问题：我们有 n 个物品，每个物品的重量为 si，价值为 vi，我们
有一个容量为 C 的背包，我们希望找到一个最优的装载方案，使得背包
中的物品总价值最大。这一问题的特点是每个物品你要么不放进包里，
要么完整的 1 个放进去，因此称为 0-1 背包问题。

我们设 Vi,c 表示总重量不超过 c 的前 i 件物品组成的子集的最大总价值，
那么我们可以得到如下递推关系：

Vi,c =

{
Vi−1,c, si > c,
max{Vi−1,c,Vi−1,c−si + vi}, si ⩽ c.
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背包问题（Cont’d）

能否降成只用一维数组解决？
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背包问题（Cont’d）

max
n

∑
i=1

vixi,

s.t.
n

∑
i=1

sixi ⩽ C,

xi ∈ {0,1}.

可以有很多的变体，例如 xi 可以是任意整数，可以是 [0,1] 之间的任意
实数，优化目标可以是最小化，约束条件可以是大于等于的不等式等等。
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最长公共子序列

https://leetcode.cn/problems/longest-common-subsequence/
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最长公共子序列（Cont’d）
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序列对齐问题

DNA 序列相似性：AGGGCT 和 AGGCA 需要对齐，可以插入空格，其
中空格和非空格扣 1 分，两个字母对不上扣 2 分，求最小扣分。

编辑距离（类似题目）：https://leetcode.cn/problems/edit-distance/
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加权活动选择问题

给定一个活动集合 S= {a1,a2, . . . ,an}，其中每个活动 ai 都有一个开始时
间 si 和结束时间 fi，且 0≤ si < fi < ∞。每个活动 ai 也有一个权重值 wi。
如果活动 ai 和 aj 满足 fi ⩽ sj 或者 fj ⩽ si，则称活动 ai 和 aj 是兼容的（即
二者时间不会重合）。活动选择问题就是要找到一个权重最大的兼容活
动子集。
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其它问题

最大子序列和

最长递增子序列：
https://leetcode.cn/problems/longest-increasing-subsequence/

最长回文子串：https://leetcode.cn/problems/longest-palindromic-substring/

分割回文串：https://leetcode.cn/problems/palindrome-partitioning-ii/

图上相关的问题：Bellman-Ford 算法、Floyd-Warshall 算法

红黑树 project
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